CAPITULO 7

INFERENCIA ESTADISTICA

La Inferencia Estadistica comprende los métodos que son usados para sacar
conclusiones de la poblacion en base a una muestra tomada de ella. Incluye los métodos de
estimacion de pardmetros y las pruebas de hipétesis.En la estimacion de puntos la idea es
hallar un estimado del pardmetro poblacional basado en la muestra aleatoria tomada de la
poblacion. Uno espera que € estimado este lo mas cerca posible del parametro. Por
ejemplo la media poblacional m es estimada por la media muestral X .

La Estimacion de parametros comprende a su vez la Estimacion Puntual, en donde
se estudian los diversos métodos de encontrar estimadores y las propiedades Optimas que
deben tener éstos, y la Estimacion por Intervalos de Confianza, en donde se estima un
parédmetro usando un intervalo centrado en un estimado del pardmetro y de longitud igual
a dos veces € error de estimacion. El Error de estimacion depende del nivel de confianza
deseado, usualmente, 90, 95 6 99 por ciento.

En este texto solamente se tratara el calculo de intervalos de confianza. Los diversos
métodos de encontrar estimadores y las propiedades de estimadores 6ptimos son discutidos
en un curso de Estadistica Matemética.

Una Hipodtesis Estadistica es una afirmacion que se hace acerca de un parametro
poblacional. Por gemplo, el tiempo de vida promedio para una persona diagnosticada con
cancer de pulmon es 180 dias. El porcentaje de personas que favorecen a un candidato ala
presidencia es 60%.

La afirmacion que esta establecida y que se espera sea rechazada después de aplicar
una prueba estadistica es llamada la hipotesis nula y se representa por H,.

La afirmacion gue se espera sea aceptada después de aplicar una prueba estadistica
es llamada la hipétesis alternay se representa por H..

Una prueba estadistica es una férmula, basada en la distribucion del estimador del
pardmetro que aparece en la hipétesis y que va a permitir tomar una decision acerca de
aceptar o rechazar una hipétesis nula .

Al igual que una prueba de laboratorio para detectar cierta enfermedad, una prueba
estadistica no es cien por ciento seguray puede llevar a una conclusion errénea. Hay dos
tipos de errores que pueden ocurrir. El error tipo I, que se comete cuando se rechaza una
hipétesis nula que reamente es cierta 'y e error tipo |l, que se comete cuando se acepta
una hipotesis nula que realmente es falsa.
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El nivel de significacion, representada por a, es la probabilidad de cometer error
tipo I, y por lo genera se asume que tiene un valor de .05 ¢ .01.Tamhién puede ser
interpretado como € érea de la regién que contiene todos los valores posibles de la prueba
estadistica donde la hipétesis nula es rechazada.

La probabilidad de cometer error tipo Il, representado por b y a vaor 1-b se le
llama la potencia de la prueba. Una buena prueba estadistica es aquella que tiene una
potencia de prueba ata.

En este capitulo, primero se discutira €l cllculo de intervalos de confianza y pruebas
de hipétesis para la media poblacional, para una proporcion y finalmente para la varianza de
una poblacion. Luego se tratard los intervalos de confianza y prueba de hipétesis para la
razon de dos varianzas poblacionales, para la diferencia de dos medias poblacionales y por
ultimo para la diferencia de dos proporciones.

7.1 Inferencias acer ca dela Media Pablacional (varianza conocida).

Supongamos que de una poblacién norma con media desconocida m y varianza
conocida s? se extrae una muestra de tamafio n, entonces de la distribucién de la media

muestral X se obtiene que:

Se distribuye como una normal estdndar. Luego,P(-Z,,,<2<Z,,,)=1-a

Donde Z,», esun vaor de lanormal estandar tal que €l érea a la derecha de dicho valor es
a/2, como se muestra en la siguiente figura:

al2 a2

i al?2 al2

Figura7.1. Relaciébndeal/2y Z,;, enlacurvanormal estéandar
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Sustituyendo la formula de z se obtiene:

X-n

P(-2,, < <z,,)=1-a
Jn
Haciendo un despeje algebraico, se obtiene

P(X- Zap sINn<m<x+ Zs, s/+/n)=1-a

Notar gque los dos extremos del intervalo son aleatorios, S se toma una muestra aleatoria 'y
se calcula su media, entonces los extremos djan de ser deatoriosy ya no se puede hablar
de probabilidad sino de confianza. Luego, de lo anterior se puede concluir que un Intervalo
de Confianza del 100(1-a)% para la media poblacional m esde laforma:

X -Zap S/\/ﬁ, )_(+Za/2S/\/ﬁ

Usualmente a=.1, .05 6 .01, que corresponden a intervalos de confianza del 90, 95 y 99
por ciento respectivamente. La siguiente tabla muestralos Z,,, mas usados.

Nivel de Zap
Confianza

90 1.645
95 1.96
99 2.58

Usando MINITAB se pueden hallar intervalos de confianza y hacer prueba de hipGtesis
para m Para esto se sigue la secuencia Stat * Basic Statistics » 1-sample Z

Significado de un Intervalo de Confianza: Hay un 100(1-a)% de confianza de que la
media poblacional caiga en € entervalo: ( X - Zap s/n, X+ Zap s/\/ﬁ)

Ejemplo 7.1 Un cardidlogo desea hallar un intervalo de confianza del 90% para €l nivel
colesterol promedio de todos los pacientes que presentan problemas cardiacos. Para esto
asume que la distribucion de los niveles de colesterol es normal con una desviacion
estandar s =13y usala siguiente muestra a azar de niveles de colesterol de 20 pacientes
con problemas cardiacos.

217 223 225 245 238 216 217 226 202 233 235 242 219 221 234 199 236 248
218 224
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Solucion:
Después de entrar los datos en la columna colesterol, la ventana de didlogo sera
completada como lo muestra la siguiente figura:

1-sample Z (Test and Confidence Interval) EI

Variables:
colesteral ;I

Sigma: |13

Test mean: | [required for test]

Select | Graphs... Options...

Help | Ok Cancel

Figura7.2. Ventana de didlogo de 1-sample Z parael giemplo 7.1

No se escribe nada en la ventanita Test mean. Luego hay que oprimir el boton
paraentrar € nivel de confianza como lo muestra la siguiente figura:

1-5ample Z - Options x|

Confidence lewvel:

Alternative: Inut equal j

Help | oK Cancel

Auln cuando en Alternative aparece not equal, MINITAB solo calculara e Intervalo de
confianzatal como aparece en laventana session:
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MIB > OneZ 'col esterol';
SUBC> sigma 13;
SUBC> Condi f ence 90.

One-Sample Z : colesterol

The assuned sigm = 13.0

Var i abl e N Mean St Dev SE Mean 90.0 % Cl
col ester 20 225.90 13. 09 2.91 ( 221.12, 230. 68)

Interpretacion: Hay un 90% de confianza de que € nivel de colesterol de todos los
pacientes con problemas cardiacos caiga entre 221.12 y 230.68.

En la préctica s la media poblacional es desconocida entonces, es bien probable que la
varianza también lo sea puesto que en @ céculo de s? interviene m Si ésta es la
Stuacion, y s e tamafio de muestra es grande ( n>30, parece ser o mas usado), entonces
s?  es egtimada por la varianza muestral §° y se puede usar la siguiente férmula para €

intervalo de confianza de la media poblacional:

X - Zap 9N, X+ Zap 9N

Ejemplo 7.2 Supongamos que la distribucion de los puntages en la prueba de
aprovechamiento matemético del  College Board de los estudiantes admitidos a cierta
universidad en 1994 se comportan normamente. Se extrae una muestra de 40 estudiantes
gue tomaron la pruebay se obtiene los siguientes datos:

aprovech
658 562 679 731 710 631 663
654 565 654 669 710 720 700
657 721 795 635 617 580 638
642 704 767 641 721 625 694
615 617 623 689 689 683 702
694 729 710 689 741

Hallar un intervalo de confianza del 95% para € puntge promedio en la prueba de
aprovechamiento de todos los estudiantes admitidos a la Universidad.

Solucién:

Primero, debemos estimar la desviacion estdndar muestral s. Escoga Column Statistics del
menl Calc y luego en la ventana de didlogo escoga standard deviation y guarde €
resultado en la constante s. En la ventana session se obtendra:

MIB > StDev cl ‘s’.

Col um St andard Devi ati on

St andard devi ati on of aprovech = 51. 862
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Seguidamente dija la secuencia Stat » Basic Statistics » 1-sample Z y complete la
ventana de didlogo 1-sample Z como sigue:

1-sample Z (Test and Confidence Interval) EI
Variahles:
aprovech ;I
Sigma: Is
Test mean: | [required for test]

Select |

Help |

Graph

e Options...

0K

Cancel

Figura 7.3. Ventana de didlogo de 1-sample Z paraa el gemplo 7.2

Luego oprima e botén y en la ventanita Confidence Level entre 95. En la
ventana session aparecera lo siguiente:

MIB > OneZ ' aprovech';
SUBC > sigm ‘s’ ;
SUBC > Confi dence 95.

Confi dence Intervals

The assumed sigma = 51.9

Vari abl e N Mean
aprovech 40 673. 10

St Dev  SE Mean
51. 86 8.20

95.0 % Cl
( 657.03, 689.17)

Interpretacion: Hay un 95% de confianza de que la media del puntaje en la parte de
aprovechamiento matematico de todos los estudiantes que tomaron e College Board

caiga entre 657 y 689 puntos.

Por otro lado, también se pueden hacer pruebas de hipétesis con respecto ala media
poblacional m Por conveniencia, en la hipétesis nula sempre se asume que la media es
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igual a un valor dado. La hipétesis aterna en cambio, puede ser de un sdlo lado: menor 6
mayor que e nimero dado, 6 de dos lados: distinto a un nimero dado.

Existen dos métodos de hacer la prueba de hipétesis: € método clésico y € método
de "P-value".

En e mé&odo clésico, se evalla la prueba estadistica de Z y al valor obtenido se le
llama Z calculado (Z.ac). Por otro lado € nivel de significacion a definido de antemano
determina una region de rechazo y una de aceptacion. Si Z.,. cae en la region de rechazo,
entonces se concluye que hay suficiente evidencia estadistica para rechazar la hipotesis nula
basados en los resultados de la muestra tomada.

Las formulas estan resumidas en la siguiente tabla:

Caso | Caso !l Casolll
Ho: nEmy Ho: nFMy Ho: NnFMy
H.: mkmy Ho:m! my H,:mem

Prueba Estadistica:

Decision:

S Z. < -Z, entonces
< rechaza H,

S |Zea |>Zaz entonces
serechaza H,

Si Za >Z, entonces
< rechaza H,

Aqui Z, esd vaor de lanormal estédndar tal que e &rea a la derecha de dicho valor
es a. Recordar también que s puede ser sugtituido por s, cuando la muestra es
relativamente grande (n>30). Los valores de a més usados son 0.01 y 0.05. Si se rechaza
la hipétesis nulaa .01 se dice que la hipGtesis dterna es altamente significativay a .05 que
es sgnificativa

Trabgjar s0lo con esos dos vaores de a smplificaba mucho € aspecto
computacional, pero por otro lado creaba restricciones. En la manera moderna de probar
hipétesis se usa una cantidad llamada“ P-value’ .

El “P-value’ llamado € nivel de significacion observado, es € valor de a al cual se
rechazaria la hipotesis nula s se usa €l valor calculado de la prueba estadistica. En la
practica un “ P-value” cercano a O indica un rechazo de la hipétesis nula. Asi un “P-
value’ menor que .05 indicara que serechaza la prueba estadistica.
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Dependiendo de la forma de la Hipétesis dterna se tienen las siguientes  formulas para
calcular “ P-value’ :

i) S Ho: nPm, entonces P-value=Prob(Z>Z.,.).
i) S Ho: nkmy, entonces P-value=Prob(Z<Z..).
i) S Ho: nt my, entonces P-value=2Prob(Z>|Zca)).

Los principales paquetes estadisticos estre ellos MINITAB calculan los “ P-values’ parala
mayoria de las pruebas estadisticas.
A través de todo € texto usamos € método del“ P-valug’ paraprobar hipotesis.

Ejemplo 7.3. En estudios previos se ha determinado que €l nivel de colesterol promedio
de pacientes con problemas cardiacos es 220. Un cardidlogo piensa que en redlidad €l nivel
esmés ato y para probar su afirmacion usa la muestra del giemplo 7.1.

¢Habra suficiente evidencia estadistica para apoyar la afirmacion del cardidlogo?. Justificar
Su contestacion.

Solucioén:

Lahipétesisnulaes Ho,: m= 220 (e nivel de colesterol promedio es 220)

La hipétesis dterna es Hy: m> 220 ( € cardidlogo piensa que € nivel promedio de
colesterol es mayor de 220).

Laventana de didlogo 1-Sample Z se completa como lo muestra la siguiente figura:

1-sample Z (Test and Confidence Interval) EI
Variables:
colesteral ;I
Sigma: l13
Test mean: |220 [required for test]
Select | Graphs... Options...
Help | Ok Cancel

Figura 7.4. Ventana de didlogo de 1-sample Z parae eiemplo 7.3
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L uego se oprime el botdn y enlaventanitade alternative se elige “greater than”

CcoOmo se muestra a continuacion:

1-sample 2 - Options x|
Confidence level: |20

Alternative: greater than -

Help | Ok Cancel

No importa lo que se escriba en Confidence level, porque MINITAB sblo hara la prueba
de hipétesis. Si lahipétesis dternaes“<”, entonces se elige “lessthan”, y d ladternaes*”

1" entonces se elige “ not equal” .

Los resultados son los siguientes:

One-Sample Z: colesterol

Test of mu = 220.00 vs mu > 220. 00
The assumed sigma = 13.0

Vari abl e N Mean St Dev SE Mean Z

col ester 20 225. 90 13. 09 2.91 2.03

0. 021

Interpretacion: El valor del “ P-valug’ ( € area a la derecha de 2.03) es.021 menor
gue € nivel de significacion a=.05, por lo tanto; se rechaza la hipétesis nula y se
concluye de que s hay evidencia estadistica de que €l nivel de colesterol promedio de los
pacientes con problemas cardiacos es mayor de 220. O sea los resultados apoyan lo que

afirma € cardidlogo.

Ejemplo 7.4 Un profesor de mateméticas piensa gque los datos de la muestra del gjemplo
7.2 sugieren que @ puntgje promedio en la parte de aprovechamiento matematico ha
disminuido desde 1980, ya que en ese afio la media de todos los puntges en
aprovechamiento era de 700 pts. ¢A qué conclusién se llegara después de hacer una
prueba de hipétesis?, asumiendo que la variabildad de los puntajes ha permanecido igua en

ambos casos.
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Solucioén:
Lahipétesis nulaes Ho: m=700 (el puntaje promedio en 1994 sigue siendo & mismo que en
1980) y lahipétesisdternaes  H,: m<700 ( € puntaje promedio disminuyd)

Laventana de didlogo 1-Sample Z debera ser completada como sigue:

5

Variables:

aprovech ;I
=

Sigma: ls

Test mean: |?IZIEI [required for test]

Select | Graphs... Options...
Help | Ok Cancel

Figura 7.5. Ventana de didlogo de 1-sample Z paraa el gemplo 7.4

Luego se oprime el boton y se elige less than en la ventanitade Alternative. Los
resultados aparecerén en la ventana session de la siguiente manera:

One Sample Z: aprovech

Test of mu = 700.00 vs mu < 700. 00
The assumed sigma = 51.9

Vari abl e N Mean St Dev SE Mean Z P
aprovech 40 673. 10 51. 86 8.20 -3.28 0. 0005

Interpretacion: El valor del “ P-value’ (el area alaizquierda de —3.28) es.0005 menor
gue €l nivel de significacion a=.05, por lo tanto se rechaza la hip6tesis nula y se concluye
de que s hay evidencia estadistica de que € puntaje promedio de la parte de
aprovechamiento ha disminuido desde 1980.
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7.2 Inferencias acer ca de la M edia Poblacional (Varianza Desconocida)

Supongamos que la poblacién es normal con media y varianza desconocida y que se
desea hacer inferencias acercade m basada en una muestra pequefia ( N<30) tomada de la
poblacién. En este caso la distribucion de la media muestral X ya no es normal, sino que
sigue ladistribucion t de Student.

La distribucion t de Student es bastante smilar a la Norma Estandar, con la
diferencia que se aproxima més lentamente a ee horizonta. El pardmetro de esta
distribucién es llamado grados de libertad, y se puede notar que a medida que los grados de
libertad aumentan, la curvadela ty la curva normal estdndar se asemegian cada vez més.
Los grados de libertad guardan relacion con € nimero de datos que se usan para calcular la
prueba estadigtica y e nimero de estimaciones de pardmetros que aparecen en la misma.
Por cada estimacion de parametro que aparece en la formula de la prueba estadistica se
pierde un grado de libertad.

Curva Normal Estandar y T con 5 grados de libertad

0.4 —

-
'/ M curva Normal
7 \ Estandar

0.3 —

0.2 —

Cc2

0.1 —

0.0 —

Hecho por Edgar Acuna
Figura 7.6. Relacion entre la curva norma estdndar y una curvat.

Propiedad: Si de una poblacion Normal con media my desviacion estandar s se extrae una
muestra de tamafio n, entonces el estadistico:

X-n
t=
S

Jn

se distribuye como una t de Student con n-1 grados de libertad. Esta expresion es la base
para hacer inferencia estadigtica para la media de una poblacion Normal cuando la
varianza no es conocida
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Unintervalo de confianza del 100(1- a)% para m esdelaforma

(X - tnvan g+/n » X+t lnsan S/\/ﬁ)

donde s es la desviacion estdndar muestral. Aqui t(1.a/2) €S un valor det con n-1 grados de
libertad y tal que el &rea aladerecha de dicho valor es a/2.

También se puede hacer las siguientes pruebas de hipétesis.

Caso | Caso Il Caso |11
Ho: nFmy ol NFM ol MFMy
Ha: mkmy Ha:m! my Ha:mpmy

Prueba Estadistica

T:)_(-Tm) esunat conn-1g.l.
Jn
Decision
S Tea < -t entonces S |Tea [Ptaz €ntonces S T.q >t entonces
< rechaza H, serechaza H, < rechaza H,

En MINITAB, para hallar intervalos de confianza y hacer pruebas de hipétesis
acerca de la media, cuando la varianza poblacional no es conocida, hay que seguir la
secuencia Stat * Basic Statistics * 1-samplet.

Ejemplo 7.5 Los tiempos de sobrevivencia (en afios) de 12 personas que se han sometido
aun transplante de corazon son los siguientes:
31 9 28 43 6 14 58 99 63 104 0 115

Hallar un intervalo de confianza del 99 por ciento para €l promedio de vida de todas las
personas que se han sometido a un transplante de corazén.

Solucion:

Asumiendo que la columna Tiempo contiene los datos, la ventana de didlogo 1-samplet se
completard como se muestra en la figura 7.7. Notar que la ventana de didlogo es similar a
lade 1-sample Z.

A continuacién hay que oprimir & botén para entrar a nivel de confianza deseado
en laventanita Confidence L evel como se muestraen lafigura 7.8.

L os siguientes resultados apareceran en laventana  session:
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| One Sanple T: tienpo |

Vari abl e N Mean St Dev  SE Mean 99.0 % C
tienpo 12 4.75 4.05 1.17 ( 1.12, 8. 38)

1-sample t (Test and Confidence Interyal) E[

C1 t iempo Variahles:
tiempo d
=

Test mean: | [required for test]

Select | Graphs... Options...

Help | Ok Cancel

Figura7.7. Ventana de didlogo de 1-samplet parael gemplo 7.5.

1-sample t - Options 1 x|

Confidence level:

Alternative: Inut equal j

Help | Ok Cancel

Figura 7.8. Ventana de didogo de Options para 1-samplet.
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Ejemplo 7.6 Usando los datos del gemplo 7.5, un cardiocirujano afirma que € tiempo de
vida promedio de los transplantes es mayor que 4 afios. ¢A qué conclusiéon se llegara
después de hacer |la prueba de hip6tesis?

Solucién:

La hipétesis nula es Ho: m4 (el tiempo de vida promedio de todos los transplantes es 4

anos) y lahipétesisdternaes H,: m>4 (el tiempo de vida promedio es mayor que 4 afios)
La ventana de didlogo 1-samplet se completara como se muestra en la figura 7.9.

Luego hay que oprimir e botén y elegir “greater than’ en la ventanita

Alternative.

1-sample t {Test and Confidence Interyal) N |
Yariables:
tiempo ;I
Test mean: |4 [required for test]
Select | Graphs... | Options... |
Help | | oK I Cancel I

Figura 7.9. Ventana de didlogo de 1-samplet para el gemplo 7.6.

Los siguientes resultados aparecerdn en laventana session:

One-Sample T: tiempo
Test of mu = 4.00 vs mu > 4.00

Vari abl e N Mean St Dev SE Mean T P
tienpo 12 4. 75 4. 05 1.17 0. 64 0. 27

Interpretacion: El valor del “ P-value” ( € érea a la derecha de 0.64) es .27 mayor que
el nivel de significacién a=.05, por o tanto NO se rechaza la hipétesis nula y se concluye
de que no hay evidencia de que €l tiempo promedio de vida después del transplante haya
aumentado de 4 afos.
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7.3 Inferencia para Propor ciones

Muchas veces estamos interesados en estimar la proporcion p (o e porcentaje) de
ocurrencia de un evento, por gemplo e porcentge de estudiantes que fuman en una
universidad, € porcentge de votantes que favorecen a un cierto candidato, etc. Para esto
necesitamos definir una variable deatoria X que indique €l nimero de veces que ocurre €
evento en una muestra de tamafio n 'y con probabilidad de éxito, p. Se puede mostrar que
cuando el tamafio de muestra es grande, tal que np>5, entonces € estadigtico

s -P-p
P
n

se distribuye aproximadamente como una normal estdndar. Aqui  p representa la proporcion
poblacional que se deseaestimar,y p = X es laproporcién muestral. Cuando p es cercano
n

a0 6 al se debe tomar un tamafio de muestra més grande para que la aproximacion sea
buena.

Un Intervalo de confianza aproximado del 100(1- a)% para la proporciéon poblacional p

Ssera
ﬁ' ZaIZ\/ pq’ ﬁ+za/2\’ P
n n

Lasformulas paralas pruebas de hipotesis serdn como sigue:

Caso | Caso | Caso Il
Ho: p=po Ho : p=po Ho : pP=po
Ha: p<po Ha:pt po Ha: p>po

Prueba Estadistica (Aproximada):
Z= (p-po)/ poqo /n

Decision
S Z.a <-Z, entonces S |Zeal PZa 2 entonces S Z.a >Z, entonces
s rechaza H,, serechaza H,, < rechaza H,

Para hacer inferencias para proporcionesen MINITAB, se sigue la secuencia Stat » Basic
Statistics * 1 proportion.
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Ejemplo 7.7. En 1990 en un cierto pais, se reportd que dos de cada 5 personas pensaban
gque deberia incrementarse e poder nuclear. En una encuesta reciente hecha en 1996 a

1225 personas se encontrd que 478 de ellos pensaban gque se deberia aumentar e poder
nuclear.

Hallar un intervalo de confianza del 90 por ciento para la proporcién poblacional en 1996.

¢Piensa Ud. gque hay evidencia de que la opinién de la gente en 1996 ha cambiado con

respecto a 19907 Justificar su contestacion.

Solucién:
Hay que hdlar un intervalo de confianza del 90% para la proporcion p, y probar la
siguiente hipétesis.

Ho: p=.4 ( proporcién no cambié de 1990 a 1996)
Ha: pt .4 (proporcion cambi6 de 1990 a 1996)

El intervalo de confianza y la prueba de hipétesis se pueden halar smultdneamente. La
ventana de didlogo se completara como sigue:

1 Proportion {Test and Confidence Interval) I _ii

" Samples in columns:

K

o

* Summarized data

Number of trials: 1228

MNumber of successes: !4?BI

Select I Options... |

Help | oK I Cancel |

Figura 7.10. Ventana de didlogo de 1-proportion parael ejemplo 7.7.

Primero se dlige la opcién Sumarized Data. La opcion Samples in columns se usa
cuando en una columna se entran las secuencias de exitos y fracasos que realmente ocurren
en lamuestra. Luego en laventanita Number of Trials se entra el tamafio de la muestray
en laventanita Number of successes se entra el nimero de éxitos. Después se oprime €
botén y se completa la ventana de didlogo que aparece en lafigura 7.11.
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Notar que se marca la opcién Use test and interval based on normal distribution,
porque estamos usando la prueba estadistica aproximada por la normal.

1 Proportion - Options i

Confidence level: |BEI

Test proportion: [0 .4

Alternative: inut equal __v_j

¥ Use test and interval based on normal distribution

Help ] oK Cancel

Figura7.11. Ventana de didlogo que aparece a oprimir options en 1-proportion

Los siguientes resultados aparecen en la ventana session:

MIB > POne 1225 478;
SUBC> Confi dence . 90;
SUBC> Test 0. 4;
SUBC> Al ternative O;
SUBC> UseZ.

Test and Confidence Interval for One Proportion

Test of p =0.4 vs p not =0.4

Sampl e X N Sample p 90.0 % Cl Z-Val ue P-Val ue
1 478 1225 0.390204 (0.367280, 0.413128) -0.70 0.484

| nterpretacion:

Viendo que €l “ p-value” es .484 mucho mayor que .05 se llega a la conclusion de que no
hay suficiente evidencia para concluir que la proporcién de personas a favor de un
incremento del poder nuclear haya cambiado de 1990 a 1996.

Nota: S en una columna se introduce los éxitos y fracasos entonces, MINITAB identifica
el éxito (SUCCESS) y fracaso (FAILURE) segun € orden alfabético, o sea fracaso es €
valor de la variable que empieza con una letra que aparece antes en € alfabeto.
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Ejemplo 7.8. El director de un hospita afirma que & 25 por ciento de los nacimientos
gue ocurren alli son por cesarea. Un médico que trabaja en dicho hospital piensa que ese
porcentagje es mayor. Para probar su afirmacion recolecta informacion de los 25
nacimientos ocurridos durante una semana. Los datos son como siguen:

Part os

cesarea nor mal cesarea nor mal nor mal nor mal nor mal
cesarea nor nal cesarea nor nal cesarea nor nmal nor nal
nor mal nor mal nor mal cesarea nor nal nor nmal cesarea
nor mal nor mal cesarea nor mal

¢Habra suficiente evidencia estadistica para apoyar la afirmacion del médico?

Solucion:

En este caso los datos son entrados en una columna llamada partos, en consecuencia se
usara laopcion samplesin columns en la ventana 1-proportion. En este giemplo, éxito
serd que € parto sea normal y fracaso, que € parto sea por cesrea, pués C esta antes que
N. Luego las hipotesis deben ser planteadas asi:

Ho: p =.75 (el 75% de los partos son normalesy e 25% por cesarea)
Ha: p <.75(menos ddl 75% de los partos son normales, osea méas del 25% son por cesarea).
La ventana de didlogo se completa como sigue:

1 Proportion ;

@« Samples in columns:
partos __f_“_j

[~

= Summarized data

MNumber of trials: |

MNumber of sSUCCESSES: i

Select ] Options...

Help i 0K Cancel

Figura7.12. Ventana de didlogo de 1 proportion parad gemplo 7.8

El contenido de la ventana session seré:
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MIB > POne 'partos';
SUBC> Confi dence 95. 0;
SUBC> Test 0. 75;

SUBC> Alternative -1;
SUBC> UseZ.

Test and Confidence Interval for One Proportion
Test of p =0.75 vs p < 0.75

Success = nor nal

Vari abl e X N Sanple p 95.0 % Cl Z-Val ue P-Val ue
partos 17 25 0.680000 (0.497145, 0.862855) -0.81 0. 209
I nterpretacion:

De acuerdo al “ P-valueg’ =0.209>.05 no se rechaza la hipétesis nula. Por lo tanto; no
hay evidencia suficiente para concluir que lo que afirma el médico es correcto.

7.4 Inferencia acerca dela Varianza Poblacional.

Para hacer inferencia acerca de la varianza de una poblacién Normal se requiere
hacer uso de la distibucion Ji-Cuadrado, la cual seré explicada brevemente antes de discutir
lainferencia

7.4.1. La Distribucién Ji-Cuadrado

Sean Xy Xs,.....X, observaciones de una muestra de tamafio n de una poblacion normal
N(ms?). Entonces:

(Xi - )_()2

Qo

N
T
[y

SZ

Se distribuye como una Ji-Cuadrado ( ¢? ) con n-1 grados de libertad. La distribucién J-

Cuadrado no es simétrica, pero a medida que los grados de libertad aumentan se va

observando més simetria. En la figura 7.13 se muestra la gréficade una c? con 9 grados de
libertad.

Se puede mostrar que € cuadrado de una normal estandarizada es una Ji-Cuadrado con un
grado de libertad y que s se suma dos variables J-Cuadrado independientemente
distribuidas, entonces se obtiene otra J-Cuadrado cuyos grados de libertad es igua a la
suma de los grados de libertad de los otros dos.
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Ji-Cuadrado con 9 grados de libertad

0.10 —

f(X)

0.05 —

0.00 —

Hecho por Edgar Acuna

Figura 7.13. Gréfica de una Ji-Cuadrado con 9 grados de libertad

& (Xi- %)

Recordando que la formula de la varianza muestral es s* = 1
n-

, Se obtiene que

, _(n-1s?
e

Se acostumbra usar la notacion ¢ (zm) para representar a una distrobucién Ji-Cuadrado con
m grados de libertad.

Usosdela Ji-Cuadrado

a) Para hacer inferencias acerca de la varianza poblaciona. Es decir, para calcular
Intervalos de Confianza y Prueba de hip6tesis para la varianza poblacional.

b) Para hacer pruebas de Bondad de Ajuste. O sea para probar s un conjunto de datos
sigue una distribucién pre-determinada.

c) Parahacer andlisis de tablas de contigencia

En este capitulo sdlo se discutird €l primer uso, los otros dos se discutirén € e capitulo 8.
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7.4.2 Intervalos de Confianza parala Varianza Poblacional

Partiendo de la siguiente relacion:

n- 1s?
P(C§/2<(S—2)S <Cia/2):1'a

Dondec?, y cZ?_, representan los valores de una Ji-Cuadrado con (n-1) grados de

libertad tal que € area alaizquierda de dichos valores son a/2 y 1- a/2 respectivamente.
Se puede llegar a establecer que un intervalo de confianza del 100(1- a)% para la varianza
poblacional s? de una poblacion normal es de laforma:

(n- Ds* (n-1)s? )

2
C1—a/2 Ca/2

(

MINITAB no tiene un comando u opciodn para calcular un intervalo de confianza para la
varianza, as que hay que calcular la férmula usando las opciones Calculator y Probability
Digtributions del menu Calc.

Ejemplo 7.9 Los siguientes datos representan espesor de la membrana del plasma (medido
en angstroms) de 20 especies de una planta:

80 90 85 82 75 58 70 84 87 81 87 61 73 84 85 70 78 95 77 52

Hallar un intervalo de confianza del 95 % para la varianza poblacional.

Solucion:
En este caso n=20 y a=.05. Luego € intervalo de confianza del 95% para s® serd de la
forma

19s® 19s?
( : )

2 2
C 975 C .025

En MINITAB, la varianza muestral s? puede ser calculada usando la secuencia
opcion STAT P’ Basic Statistics » Store Descriptive Statistics, y luego digiendo
Varianceen laopcion Statistics. Esto daS= 122.116 .

Los percentiles ¢%,, y c2, delaJi- Cuadrado con 19 g.l. pueden ser calculados

usando Chi-Square de la opcion Probability Distributions de meni CALC, como lo
muestra la siguiente figura:
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Chi-5quare Distribution

 Probability density
¢ Cumulative probability

& Inverse cumulative probability

Degrees of freedom: 319

¢ Input column: |

Optional storage: |

& Input constant: |. 025

Optional storage: |

Help 1 Ok Cancel

Figura 7.14. Ventana de didogo para calcular percentiles de una Ji-Cuadrado.

Esto produce los siguientes resultados:

MIB > | nvCDF . 025;
SUBC> Chi Square 19.

Inverse Cumulative Distribution Function

Chi - Square with 19 DF

P( X <= x) X
0. 0250 8. 9065

O seac7,,=8.9065 y smilamente c¢ %, = 32.8523. Luego, € intervao de confianza del
95% para la varianza poblacional sera (70.6253, 260.507).

Por otro lado, tomado en cuenta que la desviacion estandar es la raiz cuadrada
postiva de la varianza, se puede usar la férmula anterior para hallar un intervalo de
confianza para la desviacion estandar poblaciona s.

O sea d intervalo de confianza del 100(1- a) para la desviacion estandar poblacional
sera
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(\/(n-zl)s ’\/(n-zl)s )

Cl—a/z Ca/2

MINITAB da este intervalo de confianza cuando se escoge Graphical Summary en la
ventana de didlogo que aparece al oprimir , después de haber elegido la secuencia
STAT » Basic Statistics Display * Descriptive Statistics.

Paralos datos del gemplo se obtienen los resultados que aparecen en la siguiente figura:

Descriptive Saigtics
Variable: Espesor
Anderson-Darling Normality Test
A-Squared: 0.543
P-Value: 0.143
Mean 77.7000
StDev 11.0506
Variance 122.116
Skewness -8.8E-01
Kurtosis 0.379603
I I I I I N 0
50 60 70 80 0
: : ! : ! Mnimum 52.0000
— Qe 70
Median 80.5000
3rd Quartile 85.0000
95% Confidence Interval for Mu Meximum 95.0000
L BRSNS
\ | : 72.5282 82.8718
7|5 8|0 8|5 95% Confidence Interval for Sigma
I o -
; ° 95% Confidence Interval for Median
95% Confidence Interval for Median 73.4705 84.7648

Figura 7.15. Resultados de Graphical Summary parael gemplo 7.9.

Interpretacion: Un intervalo de confianza del 95 % para s es (8.4039, 16.1402). S se
cuadra ambos valores se obtiene el intervalo de confianza para la varianza, y se concluye
de que hay un 95% de confianza de que la varianza del espesor de la membrana del
plasma de todas | as especies caen entre 70.6253 y 260.507.

7.4.3 Prueba de Hipétesis parala Varianza Poblacional

Asumiendo que la poblacion de donde se extrae la muestra se distribuye normamente
se pueden hacer las siguientes hipbtesis acerca de la varianza poblacional:
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Caso | Casoll Caso |l
Ho:s%=s} Ho:s’=s? Ho:s’=s?
Has® <s? Ha:s® 1 s? Ha:s®>s?

Prueba Estadistica:

2

n-1
szﬁ conn-1g.l.
S 0
Decision:
. 2 2 ) 2 2 A2 2 ’ 2 2
S' Ccal<ca entonces S' c:caI<Ca/2 0 c:cal>cl—a/2 S' Ccal>cl—a
< rechazaH, serechazaH, < rechazaH,

Tampoco existe un comando para hacer esta prueba de hipétesisen MINITAB

Ejemplo 7.10. Usando los datos del gemplo anterior probar s hay suficiente evidencia
para concluir que la varianza poblacional sea mayor que 100. Usar un nivel de significacion
del 5 por ciento.

Solucién:

Se desea probar:
Ho: s2=100

H.:s? >100

El vaor de la prueba estadistica serd (19)(122.116)/100= 23.2020 que comparado con
C%,=30.1435 resulta ser menor. Luego no hay evidencia suficiente para rechazar la

hipétesis nula. Al 5 por ciento de significacion, la varianza poblacional no parece ser mayor
que 100.

7.5 Comparando la varianza de dos poblaciones

Supongamos que se tienen dos poblaciones normales con varianzas desconocidas s/

y s 2. Si dela primera poblacion se toma una muestra de tamafio m que tiene una varianza
muestral s/ 'y de la segunda poblacion se toma una muestra, independiente de la primera,
2 2
s /s
si/s ]
distribuye como una F con m1 grados de libertad en & numerador y n-1 en €

de tamafio n que tiene una varianza muestral - s’ , se puede mostrar que la razon se
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denominador. Esta es la base para la prueba de F de igualdad de varianza entre dos grupos

Las formulas para las pruebas de hipétesis son como sigue:

Caso | Casoll Caso |11
Ho:s?Z=s? Ho:S; =S} Ho:S; =S}
Hiais?<s? Ha:s/ls? Ha:s? >s?

Prueba Estadistica:

2
F= iz con (m-1)g.l. en & numerador y (n-1)g.! en & denominador
SZ

Si I:cal<|:a entonces S' I:cal<|:a/20 I:cal>|:1—a/2 S' FcaI>Fl—a

< rechazaH,, serechazaH,, s rechazaH,,

MINITAB hace pruebas de igualdad de varianza de dos 0 més grupos. Para esto se
selecciona la opcion 2 Variances dd submeni Basic Statistics ded meni STAT. Otra
poshilidad es degir Homogeneity of Variances Test de submenit ANOVA dd men

STAT.

Ejemplo 7.11. En & siguiente gemplo se trata de comparar las varianzas de los puntagjes de
aprovechamiento de los estudiantes de escuelas publicas y privadas. Los datos recolectados

son:

Est aprovech escuela

1 580 publica
2 638 publica
3 642 privada
4 704 publica
5 767 privada
6 641 privada
7 721 privada
8 625 privada
9 694 publica
10 615 publica
11 617 publica
12 623 publica
13 689 privada
14 689 publica
Solucion:

Las hipotesis son las siguientes:

Ho: Varianza de los puntges de estudiantes de escuela publica=varianza de puntgjes de

escuela privada
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H.: Las varianzas no son iguales.

La ventana de didlogo de 2 Variances se completara como lo muestra la figura 7.16.
Oprimiendo el bot6n [Options Jse puede elegir & nivel de confianza y poner un titulo a la
grafica que aparecer&

x

i Samples in one column

Samples: |aprovech

Subscripts: |s=cusla

" Samples in different columns

First: |

Second:

Select Options... Storage...

Help Ok Cancel

Figura 7.16. Ventana de didlogo de 2 variances parael gemplo 7.11

La ventana session mostrara los siguientes resultados:

MIB > %W/artest 'aprovech' 'escuela';

SUBC> Confi dence 95. 0;

SUBC> Title "Prueba de |Igual dad de Varianza".

Executing fromfile: C \PROGRAM FI LES\ MTBW N\ MACROS\ Vart est . MAC
Macro is running ... please wait

Test for Equal Variances

Response aprovech
Factors escuel a
Conf Lvl 95. 0000

Bonferroni confidence intervals for standard devi ati ons
Lower Si gma Upper N Factor Levels

32. 4522 55. 3477 158.347 6 privada
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28. 2368 45. 1347 103.380 8 publica

F-Test (normal distribution)

|
Test Statistic: 1.504
P- Val ue : 0.601

Levene's Test (any continuous distribution)

Test Statistic: 0.300
P- Val ue : 0.594

Ademas aparecen una grafica mostrando los intervalos de confianza para cada una de las
desviaciones estédndar y una comparacion de la variabilidad de cada muestra, como aparece
enlafigura7.17.

Interpretacion: El “ P-value’ de la prueba de F es .601 mucho mayor que .05, luego se
acepta la hipétesis nula y se concluye que los puntajes en la prueba de aprovechamiento
en las escuelas publica y privada tienen igual varianza. De las gréficas se puede ver que
los* boxplots’ de ambos grupos tienen aproximadamente e mismo alargamiento.

Ejemplo 7.12. Comparar la varianza de los promedios académicos de estudiantes hombres
y mujeres matriculados en una clase de Estadigtica bésica. Los datos estan en € archivo
gpasex de la pagina web del texto.

Solucion:

Los datos estdn guardados en dos columnas una llamada hombres y la otra mujeres.
Eligiendo la secuencia Stat » Basic Statistics® 2 variances se obtiene una ventana de
didlogo la cual se completa como aparece en lafigura 7.18.

Prueba de Igualdad de Varianza

95% Confidence Intervals for Sigmas Factor Levels

privada

F-Test

publica

Test Statistic: 1.504
50 100 150

P-Value :0.601

privada —| | |7
Levene's Test
Test Statistic: 0.300
publica | Pvalue  :0.594

T T T T
600 650 700 750

aprov ech

Figura7.17. Intervalos de confianza y boxplots para comparar las varianzas
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L os resultados que se obtienen son como sigue:

Homogeneity of Variance

Response gpa
Factors sexo
Conf Lvl 95. 0000

Bonf erroni confidence intervals for standard devi ati ons
Lower Si gma Upper N Factor Levels

0.427001 0.631455 1.16725 12 honbre
0. 254628 0. 359156 0.59546 16 nujer

F- Test (normal distribution)

Test Statistic: 3.091
P- Val ue 1 0.045

Levene's Test (any continuous distribution)

Test Statistic: 6.161
P- Val ue : 0.020

x
Tl hombres " Samples in one column
2 nu]eres Samples: I
Subscripts: |
i Samples in different columns
First: Ihc-m]:nres
Second: Imujeres
Select | Options... Storage...
Help | Ok Cancel

Figura7.18. Ventana de didlogo de 2 Variancesparael gemplo 7.12
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Ademas aparece € andlisis grafico mostrado en lafigura 7.19.

I nterpretacion: Como €l "p-value' de la prueba de F es 0.045 menor que 0.05 se rechaza
la hip6tesis nula de igualdad de varianza, y se concluye que las varianza de |os promedios
académicos de los hombres y las mujeres no son iguales. De las graficas se pueden ver
gue la distribucién de los promedios académicos de las mujeres es menos variable que la
de los hombres.

Prueba de Igualdad de varianza

95% Confidence Intervals for Sigmas Factor Levels

hombre

F-Test

mujer

T T T T T T T T T
02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12

Test Satistic: 3.091
P-Value :0045

Levene's Test
Test Satistic: 6.161
hombre
| P-Vaue :0020

gpa

Figura 7.19. Intervalos de confianza y boxplots para comparar las varianzas del gemplo 7.12

7.6 Comparacion entre dos medias Poblacionales usando muestras
independientes

Supongamos que se tiene dos poblaciones distribuidas normalmente con medias
desconocidas m y m, respectivamente. Se puede aplicar una prueba t de Student para
comparar las medias de dichas poblaciones basdndonos en dos muestras independientes

tomadas de ellas. La primera muestra es de tamafio m, con media X y varianza s” y la
segunda muestra es de tamafio n, tiene media y y varianza s .

S las varianzas de las poblaciones son igudes ( s =sZ =s ?) entonces se puede
mostrar que:

(X 9)- (m-m)
1.1
Spq| —t
m n
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se distribuye como una t con m+n-2 grados de libertad. En este caso la varianza
poblacional s ? es estimada por una varianza combinada de las varianzas de las dos
muestras tomadas, dada por la siguiente formula:
¢ = (M- D' +(n- s
P m+n- 2

Un intervalo de confianza del 100(1-a) % para la diferencia  m-m de las medias
poblacionaes serd de laforma:

- 1 1
X-y t(a/2,n+m—2)sp E+E

I+

Las formulas para las pruebas de hipétesis son las siguientes:

Caso | Caso Il Caso Il
Ho: m =m, Ho: m =m, Ho:m =m,
Ha:m <m, Ha:m ' m, Ha:m >m,

Prueba Estadistica:

X-y
1 1
S .|—+=
Ym n

con m+n-2 grados de libertad

Decision:

S tcal <- ta entonces S tcal <ta/20 tcal >t1—a/2 S tcal >tl—a
s rechazaH, serechazaH, < rechazaH,

Las férmulas se pueden generdizar para probar hipotesis de las difrencias de las dos
medias es una cantidad especificada D .. En MINITAB, para hdlar intervalos de confianza
de diferencia de dos medias poblacionales y hacer prueba de hipbtesis para comparar dos
grupos se sigue lasecuencia STAT » 2-samplet.

Ejemplo 7.13. Se desea comparar s los estudiantes de escuelas privadas y publicas tiene
igua rendimiento en la prueba de aprovechamiento matematico del College Board. Los
datos aparecen en e gemplo 7.11.

Solucién:

En d gemplo 7.11 se concluy6 usando la prueba de F que que habia igualdad de varianzas
de las poblaciones de donde provenian las muestras. Luego la ventana de didlogo 2 sample
t se completa como se muestra en la figura 7.20.
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Notar gque aparece seleccionada la opcién samples in one column porque los datos de las
dos muestras van en una misma columna ( aprovech), y en otra columna (escuela) van los
valores que permiten identificar a qué muestra pertenece € dato.

La opcidén Samples in different columns se usa cuando las dos muestras estdn en
columnas separadas. Notar ademés que la opcion Assume equal variances aparece
marcada.

Al oprimir € botén se puede elegir € nivel de confianza, € valor de la hipotesis
que se quiere probar y la direccion de la hipotesis alterna tal como se muestra en la figura
7.21.

2-sample t (Test and Confidence Interyal) EI
Tl Eot i Samples in one column
2 aprovech :
o3 ot Samples: |aprovech
Subscripts: |s=cusla
" Samples in different columns
First: |
Second: |
¥ Assume equal variances
Select | Graphs... Options...
Help | Ok Cancel

Figura 7.20. Ventana de didlogo de 2-samplet para el gemplo 7.13.

2-sample t - Options _ x|

Confidence level: [95.0

Test mean: 0.0

Alternative: T

Help | OK Cancel

Figura 7.21. Ventana de didlogo de Options para 2-samplet
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Los siguientes resultados aparecerdn en laventana session:

Two-Sample T-Test and CI: aprovech, escuela

Two-sanple T for aprovech

escuel a N Mean St Dev SE Mean
privada 6 680. 8 55.3 23
publica 8 645.0 45. 1 16
Difference = mu (privada) - nu (publica)

Estimate for difference: 35.8

95% Cl for difference: (-22.6, 94.3)

T-Test of difference = 0 (vs not =): T-Value =1.34 P-Value = 0.206 DF = 12
Both use Pooled StDev = 49.6

Interpretacion: El valor del “ P-valug’” es .206 mayor que e nivel de significacién
a=.05, por lo tanto NO se rechaza la hipétesis nula y se concluye de que no hay evidencia
de que los estudiantes de escuela publica tengan un rendimiento digtinto que los de
escuela privada en las pruebas de aprovechamiento. El nimero de grados de libertad de
lates12.

Notar que € intervalo de confianza del 95% para la diferencia es (—22.6,94.3) que
contiene a cero. Este es otra manera de justificar que se acepta la hipotesis nula.

Eligiendo la opcién de la ventana de didlogo se obtiene los boxplots de los dos
grupos, como aparece en la siguiente figura:

Boxplots of aprovech by escuela

(means are indicated by salid circles)

750 —

700 — |

aprov ech

650 —

600 —

| |
privada publica

escuela




Edgar Acufa Capitulo 7  Inferencia Estadistica 180

Figura 7.22. Comparacién de dos grupos usando boxplots.

Interpretacion: No se puede apreciar una marcada diferencia entre las medianas
(representadas por las lineas dentro de las caja), ni las medias (representadas por los
puntos rojos) de los grupos. La variabilidad de los dos grupos también es bastante similar
ya que los dos “ boxplots’ tienen alargamiento similar.

Si las varianzas de las poblaciones no son iguaes, entonces se usa una prueba
aproximada de t, donde € nimero de grados de libertad es calculado aproximadamente.

La prueba det aproximada esta dada por:

donde los grados de libertad df son aproximados por la siguiente formula:
(c, +¢,)°
¢ . c

m-1 n-1

df =

2 2
S

con cl:iyczz—z.

m n

Ejemplo 7.14. Usando los datos del gemplo 7.12, probar s las estudiantes mujeres tienen
mejor promedio académico que los varones.

Solucion:

En este caso los datos de cada muestra estan en dos grupos separados y ya se mostré en €l
gemplo 7.12 que dlos no tienen igual varianza. La ventana de didogo se muestra en la
figura 7.23. Notar que no se ha seleccionado la opcién Assume equal variances Luego se
oprime €l botén se elige greater than en laventanita Alternative.

L os resultados que aparecen en la ventana session seran::

Two Sample T-Test Cl: Mujeres, Hombres

Two sanple T for Mijeres vs Honbres

N Mean St Dev SE Mean
Muj eres 16 3. 249 0. 359 0. 090
Honbres 12 2.954 0. 631 0.18

Di fference: nmu Mijeres-nu Honbres
Estimate for Difference=0.295
95% Cl for mu Mujeres - mu Honbres: ( -0.136, 0.73)
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|T-Test of difference = 0 (vs >): T =1.45 P = 0.083 DF = 16

2-sample t (Test and Confidence Interyal) i ﬂ
o1 Hombres " Samples in one column
L2 Hujerss Samples: |
Subscripts: |
i Samples in different columns
First: {Hujeres
Second: {Hombres]
[T Assume equal variances
Select I Graphs... Options...
Help | Ok Cancel

Figura 7.23. Ventana de didlogo de 2-samplet para el gemplo 7.14.

Interpretacion: Como € “ P-valug’ es.083 > .05 aungue no por mucho, se concluye que
no hay suficiente evidencia de que € promedio académico de las mujeres sea mayor que
el delos hombres.

7.7 Comparando media de dos poblaciones usando muestr as par eadas

En este caso se trata de comparar dos métodos o tratamientos, pero se quiere que las
unidades experimentales donde se aplican los tratamientos sean las mismas, 0 los mas
parecidas posibles, para evitar influencia de otros factores en la comparacion, como por
gemplo cuando se desea comparar dos medicamentos para curar una emfermedad es
bastante obvio que € sujeto a cua se aplicalos medicamentos influye sustancialmente en
la comparacion de los mismos. Otro giemplo es en educacion, supongamos que se da un
seminario sobre un topico en particular y queremos luego evauar la efectividad del
seminario. Es natural pensar que algunos individuos entenderan megjor € materia que otros
talvez, debido ala preparacion que tienen de antemano. Asi que 1o més justo es dar un test
antes y después del seminario y comparar estos resultados individuo por individuo.

Sea X € vaor del tratamiento | y Y ; €l valor del tratamiento 11 en €l i-ésimo sujeto.
Consderemos  di=X;-Y; la diferencia de los tratamientos en € i-ésmo sujeto. Las
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inferencias que se hacen son acerca del promedio poblaciona ny de las di. S m=0,
entonces significa que no hay diferencia entre los dos tratamientos.

En MINITAB €igiendo la secuencia Stat » Basic Statistics® paired t se hacen
inferencias para muestras pareadas. Basicamente lo que se hace es obtener una columna
de diferencias y a ésta columna es que se le aplicalaopcién 1-samplet test.

Un intervalo de confianza del 100(1- a)% para la diferencia poblacional my basada en la
muestra poblaciona de tamafio n esde laforma:

(a - t(n-l,a/2) Sj/\/ﬁ ) a + t(n-l,a/2) Sd/\/ﬁ )

5 =
) a(d - dy
donde d , es media de las diferencias muestrdesd j y s, = '—1 es la desviacion
n -
estandar.
También se puede hacer las siguientes pruebas de hipétesis.
Caso | Caso Il Caso Il
Ho: m=0 Ho : m=0 Ho : m=0
Ha: m<0 Ho:m10 Ha: m>0
Prueba Estadistica:
d
t=—— unatcon(n-1)g.l.
Sa
Jn
Decision:
Sty <-t, entonces Si [t [Ptaz eNtonces St >ty entonces
< rechazaH, serechazaH, s rechazaH,

Las formulas pueden generdlizarse para probar la hipétesis de que la diferencia poblacional
entre los dos tratamientos es d,.

Ejemplo 7.15. Un médico desea investigar si una droga tiene € efecto de bagjar la presion
sanguinea en los usuarios. EI médico dligié a azar 15 pacientes mujeres y les tomé la
presion luego les recetd la medicina por un periodo de 6 meses, y d final del mismo
nuevamente les tomé la presién. Los resultados son como siguen:
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Sujetos
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 12 [13 [14 [ 15
Antes 70 |80 |72 |76 |76 |76 72 |78 |82 |64 |74 |92 |74 |68 |84

Después 68 72 62 70 58 66 68 52 64 72 74 60 74 72 74

Solucién:

Sea my que representa la media poblacional de las diferencias. Entonces:

La hipétesis nula es que H,:m=0 (La droga no tiene ningun efecto )

La hipétesis dterna es H,: m>0 (La droga tiene efecto, la presion antes de usar la droga
eramayor gue después de usarla).

La ventana de didlogo paired t se completara como se muestra en la figura 7.24 y
oprimiendo se obtiene una ventana de didogo que se completa como en la
figura 7.25. Los resultados en la ventana session serdn como sigue:

Paired T-Test and Confi dence | nterval

Paired T for Antes - Despues

N Mean St Dev SE Mean
Ant es 15 75. 87 6. 86 1.77
Después 15 67. 07 6. 67 1.72
Di fference 15 8. 80 10. 98 2.83

95% CI for nmean difference: (2.72, 14.88)
T-Test of mean difference = 0 (vs > 0): T-Value =3.11 P-Value = 0.004

Paired t ;

First sample: |aintes

Second sample:  [Despues

Paired t evaluates the first sample
minus the second sample.

Select i ! Graphs... i Options... i

Help i OK ; Cancel i

Figura7.24. Ventana de didlogo de Paired t parad giemplo 7.15

Interpretacion: Notando que € “ P-valug’ es .004 menor que .05, se rechaza la
hipétesisnula y sellega a la conclusién de que, efectivamente la droga reduce la presion
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sanguinea. Por otro lado, se puede observar que € intervalo de confianza del 95% para
la diferencia de medias es (2.72, 14.88), €l cual no contiene a cero, ésta es otra razon
para rechazar la hipétesis nula.

Paired t - Options ;
Confidence level: [95.0
Test mean: jo.n

Alternative: M

Help i Ok Cancel

Figura 7.25. Ventana de didlogo que aparece a oprimir options en Paired t

7.8 Comparando dos propor ciones

Algunas veces se desea comparar la proporcién con que ocurre un mismo evento en
dos poblaciones distintas. Esto conllevaa hacer inferencias acerca de la diferencia  p, - p,.

Supongamos que de una de las poblaciones sacamos una muestra de tamafio m, y que en
ella ocurre e evento X; veces, y de la segunda poblacion sacamos una muestra de tamafio n
y que en ellaocurre €l evento X, veces. Se puede mostrar que €l siguiente estadistico:

Z:(ﬁl_ 62)' (pl' pz)
PG, PO,
m n

donde p, = % p, = % , q=1-pry g=1-p. se distribuye aproximadamente como

una normal estédndar cuando ny m son grandestal que, mp,y np, son mayores que 5.

Un intervalo de confianza aproximado del 100(1- a) para la diferencia de las proporciones
serade laforma
p.d; | PG,

m n

ﬁl - ﬁz * Zi a2

Si lahipétess nula Ho: p, = p, es cierta, entonces e estadistico mencionado anteriormente
Se convierte en:
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bl‘laz
1 1
,/pq(f+f)
m n

+
donde, p es estimado por p= % Luego, las formulas para pruebas de hipbtesis

Z=

serén como siguen:
Caso | Caso Il Caso |11
Ho: P, = P, Ho: P, = P, Ho: P, = P,
Ha: Py < P, Ha: Pyt P, Ha: P, > P,

Prueba Estadistica:

ﬁl - pz
\/ pa- P+
m n

Z=

Decision:

Si anl <Za entonces S' anl <Za/20 anl >21—a/2 S' anl >21—a
s rechazaH, serechazaH, < rechazaH,

En MINITAB, para hacer inferencia acerca de la diferencia de dos proporciones se
sigue lasecuencia Stat * Basic Statistics » 2 proportions.

Ejemplo 7.16. Un médico ha sugerido que un atague cardiaco es menos probable que
ocurra en hombres que practican alguna clase de deporte. Se elige una muestra a azar de
300 hombres, de los cuales 100 practican alguna clase de deporte y de ellos sblo 10 han
sufrido un ataque cardiaco. De los 200 que no practican deportes, 25 han sufrido ataques
cardiacos. Probar s los resultados de las muestras apoyan o sugerido por el médico.

Solucion:

La hipétesis nulaes H o p1=p- (Ias probabilidades de sufrir ataque cardiaco son iguales para
ambos grupos) y

La hipétesis dterna es H,: pi<p. (la probabilidad de sufrir ataque cardiaco es menor en
hombres deportistas).

La ventana de didlogo se completard como se muestra en lafigura 7.26

Notar que hay tres maneras de entrar los datos para hacer esta prueba estadistica.




Edgar Acufa Capitulo 7  Inferencia Estadistica

186

El primer caso es cuando los datos estén en dos columnas, en la primera columna van las
secuencias de éxitos y fracasos, y en la segunda se identifica a qué grupo pertenece cada

uno de ellos y se usa Samplesin one column.

2 Proportions (Test and Confidence Interval)

" Samples in one column:

Samples: |

Subscripts: |

" Samples in different columns:

First: |

Second: |

f* Summarized data:

by

Trials: SUCCESSES!
First sample: {100 {10
Second sample:  [z200] {25
Select Options...
Help Ok Cancel

Figura 7.26. Ventana de didlogo de 2 Proportionspara el giemplo 7.16

El segundo caso es cuando las secuencias de éxitos y fracasos de cada grupo van en

columnas digtintas y se usa Samplesin diferent columns.

En € tercer caso se dan los totales de éxitos y los tamafios de cada grupo y se usa

Summarized data. En € gemplo se ha usado esta Ultima opcion.

Oprimiendo enla ventana de didlogo de la figura 7.26 se obtiene:
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2 Proportions - Options i

Confidence level: [25.0

Test difference: jo.o

Alternative: ;IESS than :_3

I+ Use pooled estimate of p for test

Help ; OK Cancel

Figura 7.27. Ventana de didlogo que aparece a oprimir options en 2 Proportions
Notar que aparece marcado que la prueba estadistica usa un estimado combinado para la
proporcién poblacional. Se obtienen los siguientes resultados en la ventana session:

Test and Confidence Interval for Two Proportions

Sampl e X N Sample p
1 10 100 0.100000
2 25 200 0.125000

Estimate for p(1l) - p(2): -0.025
95% Cl for p(l) - p(2): (-0.0995527, 0.0495527)
Test for p(l) - p(2) =0 (vs <0): Z=-0.64 P-Value = 0.262

Interpretacion: En los resultados aparece e estimado de la diferencia de las dos
proporciones, e intervalo de confianza del 95 % para dicha diferencia , la prueba
estadistica para igualdad de proporcionesy su “ p-value’ . Viendo que € ” P-value’ =.
256 es mucho mayor que .05 se concluye que no hay evidencia suficiente para afirmar
gue la probabilidad de sufrir un ataque cardiaco entre los hombres deportistas es menor
gue de la de los hombres que no practican deportes. Notar que el intervalo de confianza
contiene a cero, lo cual es otra razon para aceptar la hipétesis nula.

Ejemplo 7.17. Un profesor piensa que € porcentge de estudiantes admitidos a la
Universidad durante € presente afio es mayor para los solicitantes de escuela privada que
para los que vienen de escuela publica. El basa su afirmacion en una muestra de 30

solicitantes tomadas a azar. Los datos estén en € archivo comp2pr. ¢Habra suficiente
evidencia para apoyar la afirmacién del profesor?.
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Solucion:

Sea py, la proporcion de estudiantes admitidos entre todos los solicitantes de escuela
privada y pe, la proporcion de estudiantes admitidos entre todas las solicitudes de escuela
publica. Entonces, las hipétesis nulay aterna seran:

Ho: p=pe ( 0 también p,-pe=0)
Ha: pr>pe (0 también py-pe>0)

Laventana de didlogo se completard como en la figura 7.28

Es importante hacer notar que en la ventanita samples, va la columna que contiene
los valores de la variable que se desea comparar en este caso admision y en la columna
Subscripts van los grupos, que en este caso esescuela.

Como la varidble escuela asume también dos vaores digtintos, es posble
intercambiar las dos columnas, pero se estarian probando otras hip6tesis, como por
giemplo comparar las proporciones de estudiantes de escuela publica entre los admitidos y
no admitidos.

2 Proportions (Test and Confidence Interval) ii

1 adnision & Samples in one column:

C2 escusla —
Samples: |adnision
Subscripts:

" Samples in different columns:

First: |

Second: |

" Summarized data:

Trials: SUCCESSES!
First sample: | |
Second sample: | |
Select | Options...
Help | Ok Cancel

Figura 7.28. Ventana de didogo de 2 Proportionspara el giemplo 7.17

Al oprimir el botén aparece una ventana de didlogo que se completa como sigue:
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2 Proportions - Options ;
Confidence lewvel: |95 .0
Test difference: 0.0

Alternative: -

[+ Use pooled estimate of p for test

Help ; OK Cancel

Figura 7.29. Ventana de didlogo de options en 2 Proportionsparael gemplo 7.17

Los resultados que aparecen en la ventana session son los siguientes:

MIB > PTwo 'admni sion' 'escuel a';
SUBC> St acked;

SUBC> Confi dence 95.0;

SUBC> Test 0.0;

SUBC> Al ternative 1;

SUBC> Pool ed.

Test and Confidence Interval for Two Proportions

Success = si

escuel a X N Sample p
priv 13 17 0.764706
publ 5 13 0.384615

Estimate for p(priv) - p(publ): 0.380090
95% Cl for p(priv) - p(publ): (0.0475267, 0.712654)
Test for p(priv) - p(publ) =0 (vs >0): Z =2.11 P-Value = 0.018

* NOTE * The normal approximation may be inaccurate for small sanples.

Interpretacion: Como e “ P-valug’ =.0018 es menor que .05 se rechaza la hipétesis nula
y se concluye gque hay evidencia para apoyar 1o que afirma el profesor, €l porcentaje de
estudiantes solicitantes de escuela privada que son admitidos es mayor que el de las
escuelas publicas.

Notar que € intervalo de confianza para la diferencia de proporciones no contiene a
CERQO, ésta es otra razon para rexhazar la hipotesis nula.
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EJERCICIOS

Para conseguir los archivos de datos accesar a la siguiente direccion en la internet
www.math.upr m.edu/~edgar/datos.html o mandar un mensaje al autor.

1. Unaempresa afirma que su nuevo programa de dieta hace que una persona pierda en
promedio 22 libras en 5 semanas, con una desviacion estandar de 10.2 libras. Se toma
una muestra del peso perdido en 5 semanas por 56 participantes del programa y se
obtiene un promedio de 23.5 libras. Al 5 por ciento de significacion, ¢Habra suficiente
evidencia para concluir que la afirmacion de la empresa es cierta?

2. El puntge promedio en la parte mateméti ca del College Board de los estudiantes
admitidos a programas de ciencias en ingenieria en 1994, fue de 685 con una
desviacion estandar de 80. Un profesor universitario piensa que ese promedio ha
bajado en 1997 porque en una muestra de 15 estudiantes elegidos a azar obtuvo los
siguientes resultados:

620 683 679 580 593 690 695 559 601 720 745 540 680 579 611

Al 1 por ciento de significacion, ¢Habra suficiente evidencia para apoyar 1o que dice €
profesor?. Asumir que la desviacion estandar para 1997 es la misma que para 1994.

3. Una comparfiia embotelladora afirma que sus botellas plasticas de refresco tienen una
capacidad de 300 mililitros. Un cliente de la compafiia piensa que ese nimero eta
sobreestimado, pués en una muestra de 72 botellas se obtuvo un peso promedio de 295
mililitros por botella. Asumiendo que la desviacion estandar  poblacional de los pesos
esde3ml.



Edgar Acufa Capitulo 7  Inferencia Estadistica 191

a) ¢Habra suficiente evidencia para apoyar la afirmacion dd cliente? Usar un nivel de
significacion dd 1%.
b) ¢Cud ese vaor P delaPrueba? Interpretar € resultado

Un investigador desea hdlar un intervalo de confianza del 99% para € tiempo
promedio de supervivencia, promedio para todos los pacientes sometidos a una
operacion cardiaca usando la siguiente muestra tomada de los tiempos ( en afios), de
12 pacientes:

108 153 81 6.9 154 109 114 94 121 132 7.9 133
Considerar que la desviacion estandar es 3 afos.

Un intervalo de Confianza dd 95% para estimar € peso promedio de los recién

nacidos en un hospital basado en una muestra de tamafio 36 resulto ser (4.0,10.5).

a) Hallar e peso promedio muestral

b) Hallar un Intervalo de Confianza del 90% para € peso promedio de todos los recién
nacidos en el hospital. Interpretar su resultado.

Seguin estudios médicos se estima que € nivel promedio de fosfato en un paciente de
didisis es de 5 miligramos por decilitro(mg/dl). Un patélogo obtuvo las siguientes
mediciones de niveles de fosfato en la sangre de 18 pacientes de didlisis

52 46 48 57 62 61 49 55 49 60 56 52 53 57 6.2 58 56
6.9

¢Para esta muestra tomada suficiente evidencia para comprobar lo que afirman los
estudios médicos acerca de pacientes de didlisis? Usar un nivel de significacion del 1

por ciento.

Los datos en €l archivo transp representan los tiempos de vida ( en afios) de 12
personas a las que se le efectud un transplante de corazén. Probar, usando un 5 por
ciento de significacion, que lavarianza de los tiempos es menor que 20.

Los datos en €l archivo cold representan dos grupos. El primer grupo consiste de 10
personas que cogieron catarro y a quienes se les dio tabletas de 1 gramo de vitamina
C, 4 veces d dia. El segundo es e grupo Control, que consiste de 12 personas a
guienes se les dio tabletas Placebo, que parecian y tenian sabor de vitamina C. Se
continud € experimento hasta que las personas se curaban del catarro y se registro €
nimero de dias que tardaron en curarse.

¢Piensa Ud. que hay suficiente evidencia para concluir que, tomar 4 gramos diarios de
vitamina C reduce € tiempo de duracion del catarro.? Asumir que las poblaciones de
donde proceden las muestras tienen igual varianza.

Un Socidlogo desea probar si hay diferencia entre los salarios de mujeres y hombres
recién graduados de la Escuela de Leyes. Para esto elige al azar 8 firmas de abogados
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10.

11.

12.

y en cada una de dllas registra € sueldo anual ( en miles) de un hombre y mujer
abogado recién contratado. Los resultados estan en el archivo lawsal. Probar que los
salarios de los abogados varones es mayor que € de las mujeres.

Los datos en e archivo compcancer.mtw representan dos grupos. El primer grupo

consiste de los tiempos de vida de 13 personas después que se les diagnosticod cancer

de Estdbmago, y € segundo los tiempos de vida de 17 personas a quienes se les

diagnostico cancer de pulmon.

a) Al 5 por ciento de significacion, probar s la varianza del tiempo de vida de los que
sufren de cancer de pulmén es menor que 60000.

b) Probar s la varianza de los tiempos de vida para ambos tipos de pacientes es la
misma

c) Probar s € tiempo de vida promedio de los pacientes de pulmdn es menor que e de
los pacientes de estomago.

Los datos en € archivo adiest, representan los puntgjes en un test de comprension de
un idioma extranjero de 12 personas antes de asistir a un curso de verano y después
de terminar € curso. Se desea probar s € curso megiora € nivel de comprension del

idioma extranjero.

El archivo hospital contiene informacion acerca de varias caracteristicas de 25
pacientes que ingresaron a hospital. Estas son:

dur_stay: duracion de la estadia en € hospital

edad: edad del paciente

sexo: sexo del paciente

temp: temperatura que tenia a ingresar

wbc: contgje de gldbulos blancos

antibio: s le pusieron antibiético o no

bact_cul: Si le hicieron cultivo de bacteria o no

servicio: El tipo de servicio que le hiceron, médico o quirdgico

a) Probar s hay iguadad de varianza de la duracion de la estadia en € hospital tanto
para hombres como muijeres.

b) Probar s la etadia en € hospital es més larga para los varones que para las
mujeres.

c) Probar s la proporcion de pacientes que son intervenidos quirdrgicamente es menor
paralas mujeres que para los hombres.



